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Je groBer die Wurfanzahl, desto
sicherer die Wette

Mit dem Spiel Wettkdnig den Zufall auf lange Sicht erkunden

Stephan Humann und Susanne Prediger

Der verstidndige Umgang mit Wahrscheinlichkeiten ermdglicht, Voraussagen fiir re-
lative Haufigkeiten zu machen. Dies ldsst sich beispielsweise zum Wetten bei Spie-
len mit Zufallsgerdten gewinnbringend einsetzen. Diese Erfahrung wird mit dem Spiel
.Wettkdnig” ebenso erlebbar wie das Gesetz der groBen Zahlen. Im Artikel wird ge-
zeigt, wie Lernende der Klasse 6 spielen, wetten, sich Strategien iiberlegen und sich
so eigenverantwortlich einem prognostischen Wahrscheinlichkeitskonzept nahern.

Mogen Sie lieber sichere oder unsichere
Wetten? Und wetten Sie {iberhaupt, wenn
Zufall im Spiel ist? Eine seltsame Frage,
denn warum sollte sich jemand darauf ein-
lassen, auf Unsicheres zu wetten? Oder
lasst sich der Zufall so in den Griff be-
kommen, dass man wenigstens anndhernd
sicher wetten kann?

Wer eine gute stochastische Grundbildung
genossen hat, weif} das empirische Gesetz
der groflen Zahlen als Garant dafiir zu
schitzen, dass in der Tat der Zufall bei
grofien Zahlen relativ sicher vorhersagbar
wird. Wir wollen im Folgenden das Spiel
,» Wettkonig* vorstellen, welches diese Er-
fahrung in verschiedenen Varianten auch
fiir Klasse 5 und 6 in kindgerechter, aber
substanzieller Form ermoglicht. Es wurde
im Rahmen des Projekts KOSIMA (s. An-
merkung am Ende des Beitrages) in vier
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Real- und Gesamtschulklassen des 5. und
6. Jahrgangs erprobt.

Das Spiel bietet einen Einstieg in die Wahr-
scheinlichkeitsrechnung, bei dem nicht der
fertige Wahrscheinlichkeitsbegriff, sondern
das Phdnomen Zufall (vgl. Moore 1990)
mit seinen zentralen Tatigkeiten Voraussa-
gen — Experimentieren — Reflektieren im
Mittelpunkt steht. Es bereitet einen prog-
nostischen Wahrscheinlichkeitsbegriff vor,
also die Wahrscheinlichkeit als Schitzwert
fiir relative Hdufigkeiten bei grofSen Wurf-
anzahlen (Riemer 1991, vgl. Humann
2003 und Prediger 2005 zur Begriindung
der Vorgehensweise).

Das Gruppenspiel ,,Wetten auf Sieg*
Spielregeln

Bei dem Spiel ,,Wettkonig® (zu dessen
Spielbrett ein Auszug in Abb. I abgedruckt

ist) starten vier Tiere zu einem Rennen.
Anders als beim d@hnlichen Kinderspiel
»Schneckenrennen‘ werden die Spielfigu-
ren nicht den Spielern zugeordnet. Viel-
mehr schlieBen die Kinder wie beim Trab-
rennen Wetten auf die Tiere ab.
Angetrieben werden die Tiere von einem
zwanzigseitigen Farbwiirfel mit ungleich-
méBiger Farbverteilung: 7 X rot, 5 X gelb,
5 X griin und 3 X blau. Bei jedem Wurf
riickt dasjenige Tier vor, dessen Farbe ge-
wiirfelt wurde.

In der ersten Spielvariante ,,Wetten auf
Sieg* wetten die Spielenden darauf, wel-
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Abb. 1: Spielbrett Wettkonig
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Mein Wettprotokoll
Wurfanzahl | Ich wette auf.. schnellstes Tier Punkte
1 Schnecke Igel 0
2 Igel Frosch, Ameise 0
5 Igel Igel 1
10 Ameise Ameise 1
20 Ameise Schnecke 0]
Gesamtpunktzahl: 2

Abb. 2: Wettprotokoll fiir ,, Wetten auf Sieg

ches Tier am Weitesten kommt. Vor dem
Start wird festgelegt, wie haufig insgesamt
gewlirfelt wird. Dann rennen die Tiere los.
Diejenigen Kinder, die voraussagen konn-
ten, welches Tier bei der zuvor festgelegten
Wurfanzahl am weitesten voran kommt,
bekommen einen Punkt. Wettkonig ist, wer
am Schluss die meisten Punkte hat.

Mathematischer Gehalt

Um erfolgreich wetten zu konnen, miissen
die Lernenden geeignete Wettstrategien
entwickeln. Dies ist der zentrale Anlass
zur Untersuchung der beim Zufall auftre-
tenden Muster:

Natiirlich ist die rote Ameise durch die
ungleichmiBige Farbverteilung auf dem
Wiirfel im Vorteil, daher ist die rote Amei-
se ein guter Tipp. Gleichwohl ist das Spiel
fiir kleine Wurfanzahlen mit viel Gliick
verbunden, so dass auch die anderen Tie-
re gewinnen konnen. Der gute Tipp ist fiir
kleine Wurfanzahlen also trotzdem nicht
sicher! Fiir groBere Wurfanzahlen dage-
gen schilt sich die Ameise als recht siche-
rer Tipp heraus. Natiirlich lassen sich die
qualitativen Aussagen zum ,,nicht siche-
ren Tipp* und ,,recht sicheren Tipp* vom
hoheren Standpunkt aus quantifizieren,
z.B. durch Simulationen: Bei Wurfanzahl
5 gewinnt die Ameise mit 53% Wahr-
scheinlichkeit, bei Wurfanzahl 200 mit
95% (Plaga 2008, S. 21ff), den Kindern
allerdings wird das qualitative Urteil iiber
die Sicherheit ausreichen.

Phasen des Lernens am Spiel

In einer ersten Phase wird ohne Vorgabe
von Wurfanzahlen gespielt, um die Situa-
tion zu erfassen. Reihum diirfen die Kin-
der festlegen, wie lang die Spielrunde ist,
also wie hdufig gewiirfelt wird. In dieser
Phase spielen und wetten die Kinder eher
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intuitiv. Den Ubergang zur systemati-
schen Untersuchung der Situation voll-
ziehen viele Kinder nicht automatisch, es
muss daher durch geeignete Stufung von
Arbeitsauftrigen angeleitet werden.

In der zweiten Phase steht die gezieltere
Entwicklung einer Wettstrategie im Vor-
dergrund: Die Wurfanzahlen werden sys-
tematisch variiert (1-2-5-10-20 Wiirfe)
und die Ergebnisse in einem Wettproto-
koll (vgl. Abb. 2) schriftlich festgehalten.
Die Kinder werden aufgefordert, ihre
,»Geheimstrategien aufzuschreiben.

Die Suche nach GesetzmiBigkeiten wird
in einer dritten Phase durch die Aufforde-
rung kanalisiert, auch 100 und 1000 Wiir-
fe zu betrachten. Da die Langzeiteffekte
durch eigenhindiges Wiirfeln nur miih-
sam sichtbar werden, wird der Prozess
durch eine Computersimulation unter-
stiitzt, die das Wiirfeln hoher Wurfanzah-
len iibernehmen kann (vgl. Abb. 3 fiir das
dabei entstehende Excel-Bild).

Nun werden in einer vierten Phase die Er-
gebnisse zusammengefasst und reflek-
tiert. Dazu nutzen die Schiilerinnen und
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Abb. 3: Computer hilft beim Wiirfeln

Schiiler weitere, iibersichtlich angelegte
Tabellen, in der die Ergebnisse nicht nur
der Tischgruppe, sondern der ganzen
Klasse zusammengefasst werden konnen.
Dies ermoglicht eine Riickschau auf alle
Spiele: Welches Tier war bei welcher
Wurfanzahl am weitesten? Daraus ldsst
sich nicht nur eine Strategie fiir gute Wet-
ten (,,am besten auf die Ameise setzen®),
sondern auch fiir sichereres Wetten zie-
hen: Welche Wurfanzahl wihlst du am
besten, um recht sicher zu wetten? Und
wieso?

Erfahrung I: Kinder abholen bei
einem ordinalen Wahrscheinlichkeits-
konzept

Zunichst formulieren die Kinder sehr un-
terschiedliche Strategien (vgl. Abb. 4, ge-
nauer analysiert in Prediger/Rolka 2008).
Einige aktivieren eine tragfihige stochas-
tische Intuition zur Formulierung ihrer
Strategien und kommen zu einer Aussage
iiber die Rangfolge der Chancen (,,Rot hat
mehr Chancen als Griin*), wir nennen sie
ordinale Wahrscheinlichkeitsaussage. Da-
zu stellen sie wie Moritz (in Abb. 4) theo-
retische Uberlegungen zur Farbverteilung
auf dem Wiirfel an oder greifen wie Jana
auf empirische Erfahrungen zuriick.
Andere Kinder beziehen ihre Strategien
zundchst auch auf stochastik-fernere As-
pekte, wie Anton mit seiner Wurftechnik
oder Leo, der soziale Uberlegungen ein-
bezieht.

Wie fast alle Kinder entdeckt auch Leo
recht bald die Bedeutung der Farbvertei-
lung auf dem Wiirfel. Mit dem Wort ,,Ge-
winnpotenzial“ gibt er seinem ordinal ver-
standenen Wahrscheinlichkeitskonzept ei-
nen Namen, das, wie bei fast allen Kindern,
nur auf die Rangfolge zielt: Ein Ereignis ist
wahrscheinlicher als ein anderes.

Erst im nichsten Schritt der Unterrichts-
einheit wird eine Exaktifizierung dieser
Konzepte durch genauere Quantifizierung
angestof3en (siehe unten Partnerspiel ,,Wet-
ten auf Standorte®).

Erfahrung 2: Bedeutung der langen
und kurzen Sicht

Zunichst jedoch muss die Tragweite der
ordinalen Wahrscheinlichkeitsaussage auf
den Priifstand gestellt werden: Was sagt
uns das fiir kleine und grofle Wurfanzah-
len? Wie sollen wir die Wurfanzahlen
wihlen?
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Abb. 4: Individuelle Strategien der Kinder

Leos Unterscheidung zwischen kleinen
und grof3en Wurfanzahlen (Abb. 4 unten)
reflektiert seine Erfahrung in der Varia-
tion der Wurfanzahlen. Yonca und Karla
(in Abb. 5) formulieren dies noch ausge-
feilter.

Doch wie ist die Tragweite von Wahr-
scheinlichkeitsaussagen auf kurze Sicht?
Lange und kontrovers diskutiert eine
Klasse iiber folgende Aussage (hier vom
Videomitschnitt iibernommen):

,, Wenn ich nur was iiber grofle Wurfan-
zahlen weif3, niitzt mir die Information ja
fiir einen einzelnen Wurf gar nichts!“
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Eher so?

wAber bei kleinen Zahlen kann auch der
Igel gewinnen, also nutzt mir die Infor-
mation gar nichts, oder? “

Oder eher so?

,Aber er hat ja Recht, wenn er sagt, dass
bei grofien Wurfanzahlen der Igel sicher
nicht gewinnen wird, und dass bei kleinen
Zahlen die Ameise vermutlich gewinnen
wird ...

Als tragfahig hat sich folgende Sicht he-
rausgestellt:

Der Tipp auf die Ameise ist fiir kleine
und grofe Wurfanzahlen die beste Wet-
te, aber eine recht sichere Wette ist der
Tipp erst fiir groe Zahlen.

Das Partnerspiel ,,Wetten auf
Standorte*

Spielregeln

Wihrend bei der Spielvariante ,Wetten
auf Sieg® lediglich auf die Position des
ersten Tieres gewettet werden musste,
steigt die Anforderung bei ,Wetten auf
Standorte: Bei dieser Variation der Spiel-
regel miissen die genauen Standorte der
Tiere vorhergesagt werden, z. B. die
Ameise kommt bei 20 Wiirfen bis zur 9,
der Frosch bis zur 3. Dazu spielen die
Schiilerinnen und Schiiler nicht mehr in
der Gruppe, sondern zu zweit. Wettpunk-
te erhélt derjenige, der mit seinem Tipp
dem tatsichlich gewiirfelten Standort am
nidchsten kommt. Wettkonig ist wieder,
wer am Schluss die meisten Punkte hat.
Alle anderen Spielregeln werden beibe-
halten.

Mathematischer Gehalt

In diesem Spiel zeigen sich Muster in den
stabilen Verhiltnissen der Standorte zuei-
nander: Die relativen Haufigkeiten der ge-
wiirfelten Farben sind bei grolen Wurfan-
zahlen gut vorhersagbar! Das sieht man
beispielsweise an den beim Spielen ent-
stehenden Standortbildern (wie in Abb. 3):
Spielt man wiederholt mit hohen Wurfan-
zahlen, so verdndern sich diese Bilder in
der Regel nur wenig.

Mit dieser Erfahrung ist die Moglichkeit
angebahnt, auf der Suche nach einer guten
Voraussage das ordinale Wahrscheinlich-
keitskonzept zum prognostischen zu er-
weitern, also Wahrscheinlichkeiten als
Prognosen fiir die relativen Hdufigkeiten
verstehen zu lernen (s. 0.), doch erfordert
dies weitere Schritte:

An den Zahlenwerten ist die Konstanz der
relativen Hiufigkeiten am leichtesten bei
gleichen Wurfanzahlen zu erfassen. Diese
Moglichkeit, die Standorte bei festen
Waurfanzahlen zu vergleichen, ist der Hin-
tergrund fiir die im ersten Spiel ,Wetten
auf Sieg’ bereits gesetzte, dort noch eher
irritierende Spielregel, dass die Tiere nicht
ein festes Ziel erreichen miissen, sondern
eine vorgegebene Zahl an Wiirfen rennen.
Eine Variation der Wurfanzahlen erfordert
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Abb. 5: Erfahrungen zum Gesetz der grofien Zahlen

dariiber hinaus einen Wechsel der Per-
spektive: Von absoluten Werten, die in der
Spielvariante ,Wetten auf Sieg‘ im Vor-
dergrund stehen, zu relativen Werten.
Denn bei einem Wechsel der Wurfanzahl
miissen die Kinder von einer Wurfanzahl
zur nachsten die neuen Standorte ,hoch-
rechnen‘. Liegen die Standortwerte der
Schnecke beispielsweise bei 100 Wiirfen
zwischen 35 und 70, so werden sie bei
200 Wiirfen vermutlich zwischen 70 und
140 liegen. Hier sind — wie bei jedem
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Konzeptwechsel — Denkhiirden im Lern-
prozess zu erwarten (vgl. Biichter u. a.
2005). Vorerfahrungen im Bereich der
Bruchrechnung bzw. dem proportionalen
Denken sind daher an dieser Stelle eine
wichtige technische Voraussetzung, um
die konzeptionelle Denkhiirde bewéltigen
zu konnen.

Zwar stabilisieren sich auf lange Sicht die
relativen Héufigkeiten der Farbe rot bei
7/20, doch selbst bei hohen Wurfanzahlen
verschwinden die Schwankungen nicht

ginzlich, im Gegenteil: Die absoluten
Differenzen werden sogar grofer! Gleich-
wohl l4sst sich beobachten, dass die rela-
tiven Schwankungen immer kleiner wer-
den, dass also das Intervall von 35 bis 70
bei der Schnecke nicht einfach proportio-
nal hochgerechnet werden kann, sondern
relativ an der Wurfanzahl kleiner wird.
Dieser zweiten zu liberwindenden Denk-
hiirde wird in der Spielregel dadurch
Rechnung getragen, dass die Abstiinde der
Schitzungen jeweils partnerweise vergli-
chen werden, so dass die absoluten Ab-
weichungen weniger Bedeutung haben.

Auch wenn der Umgang mit relativen und
absoluten Hiufigkeiten notwendig ist,
sind diese in dieser Einheit kein expliziter
Lerngegenstand, sondern das Grundver-
standnis von relativen Héufigkeiten wird
zum einen als Voraussetzung betrachtet,
und zum anderen ist es integraler Be-
standteil des Excel-Computerprogramms
(s. 0.) und wird automatisch berechnet.

Phasen des Lernens am Spiel

In der ersten Phase des Spiels wird (wie
schon bei der ersten Spielvariante) ohne
Vorgabe von Wurfanzahlen gespielt. Die
Schiilerinnen und Schiiler miissen eine
geeignete Wettstrategie finden und for-
mulieren. Diese Phase soll den intuitiven
Strategien Raum lassen und den Kindern
die Moglichkeit geben, sich der verédnder-
ten Spielsituation anzunihern.

Ebenso wie beim ,,Wetten auf Sieg* ist
auch hier die Trennung zwischen Spielsi-
tuation und Erkundungsprozess wichtig.
Sie ermoglicht es den Schiilerinnen und
Schiilern, sich in der zweiten Phase nicht
von spielstrategischen Erwigungen ab-
lenken zu lassen, sondern das Spiel syste-
matisch zu untersuchen.

Die Spielsituation hat zudem insofern eine
hohe Komplexitit, als beim Spielen auf
vier Standortwerte gewettet werden muss.
Um die Lernenden bei ihren Bemiihungen
zu entlasten, wird die Komplexitit der For-
schungsauftrige schrittweise gesteigert:

1. Untersuche, wo der Frosch bei Ver-
suchen mit einer Wurfanzahl von
200 jeweils landet.

2. Betrachte die Standortbilder aller
vier Tiere am Computer: Wie sehen
sie bei 20, 200, 2000 Wiirfen aus?
Beschreibe, was dir auffillt.

3. Schreibe in eine Tabelle deinen
Tipp, wo wohl der Frosch bei 20,
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200, 2000 Wiirfen landet. Schreibe
zum Vergleich die tatsdchlichen
Werte dazu!

4. Was haben die drei vorherigen Fra-
gen miteinander zu tun?

Auf diese Weise konnen Lernende die
zentrale Erfahrung, dass bei grofien Wurf-
anzahlen die Haufigkeiten gut voraussag-
bar sind, in verschiedenen Darstellungs-
formen machen:

graphisch als Eindruck von der bei gro-
Ben Zahlen immer @hnlichen Vertei-
lung auf dem Spielbrett.

numerisch in den geringen Schwan-
kungen der Anteile.

in prozentualer Darstellung durch im-
mer dhnlichere prozentuale Haufigkei-
ten.

Erfahrung 3: Kinder begleiten zu
prognostischen Wahrscheinlichkeits-
konzepten

Bei der Untersuchung der (numerischen)
Standortwerte erkennen die meisten Schii-
lerinnen und Schiiler schnell, dass sich die
Hiufigkeiten relativ zuverldssig in einem
bestimmten Bereich bewegen und dieser
Bereich einen besseren Orientierungsrah-
men zum Schitzen liefert als ein einzelner
Wert (,,zwischen 35 und 70%).

Diese Erfahrungen der Zuverldssigkeit be-
stimmter Intervalle fiir die Standortwerte
bilden den Ausgangspunkt fiir die Entwick-
lung eines prognostischen Wahrscheinlich-
keitsbegriffs. Dieser wird weiter ausgebaut
durch die Untersuchungen der grafischen
Darstellungen im zweiten Schritt. Denn an
den Diagrammen sieht man deutlich, dass

sich die Haufigkeiten auf langere Sicht sta-
bilisieren (vgl. Abb. 6).

Wiihrend die Diagramme den Blick auf die
gesamte Situation zeigen, schirfen die sys-
tematischen Untersuchungen der Standort-
werte eines einzelnen Tieres den Blick fiir
den proportionalen Zusammenhang, den
etwa Mia (in Abb. 7 oben) zum Hochrech-
nen von einem Schritt auf den nichsten
nutzt.

Ralph (in Abb. 7 Mitte, entnommen Schacht
2007, S. 63) konnte die in der graphischen
Darstellung wahrgenommene Konstanz der
Bilder auch auf numerischer Ebene wieder
finden, indem er die erwartbaren Werte mit-
tels prozentualer Angaben als Grenzen des
Schitzintervalls ausdriickt. Mit Hilfe des
Impulses zur Untersuchung der prozentua-
len Héufigkeiten bei zunehmender Wurfan-

Frosch | Sch [ 1gel | Frosch | [ 1gel |
Stand 4 | 0 [ 5 | Stand 26 | 31 [ 16 |
absolut 1 4 0 5 10 absolut 27 26 31 16 100
prozentual 10,0 % 40,0 % 0,0 % 50,0%  so viele Wirfe wurden prozentual 27,0 % 26,0 % 31,0 % 16,0%  so viele Wirfe wurden
bisher geworfen bisher geworfen
35,0 % 35,0 %
30,0 % 30,0 %
25,0 % 25,0 %
20,0 % 20,0 %
15,0 % 15,0 % —
10,0 % 10,0 % —
o _:- i o []
0,0 % - 0’0 % -
Ameise Frosch Schnecke Igel Ameise Frosch Schnecke Igel
Frosch | Sch [ 1gel ] Frosch | Sch [ igel ]
Stand 116 | 124 | 86 | Stand 248 | 246 [ 151 |
absolut 174 116 124 86 500 absolut 355 248 246 151 1000
prozentual 34,8 % 23,2 % 24,8 % 17,2%  so viele Wiirfe wurden prozentual 35,5 % 24,8 % 24,6 % 15,1 %  so viele Wiirfe wurden
bisher geworfen bisher geworfen
40,0 % 40,0 %
35,0 % 35,0 %
30,0 % 30,0 %
25,0 % 25,0 %
20,0 % 20,0 %
15,0 % T 15,0 %
10,0 % A T 10,0 % T
5,0 % A T 5,0 % - T
0,0 % - 0,0 % -
Ameise Frosch Schnecke Igel Ameise Frosch Schnecke Igel

Abb. 6: Standorte der Tiere (= relative Hdiiufigkeiten) stabilisieren sich bei hohen Werten
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Abb. 7: Entdeckungen auf dem Weg zu prognostischen Wahrscheinlichkeitskonzepten

zahl entdeckt auch Hanna die Stabilisierung
und begriindet sie in Bezug auf die Farb-
verteilung des Wiirfels (in Abb. 7 unten).
Auf diesen Wegen bekommt auch das Ge-
setz der Grolen Zahlen eine facettenrei-
che Bedeutung, die iiber die urspriingliche
Sicherheit von Wetten hinaus geht.

Fazit

In unserer Erprobung hatte das Spiel nicht
nur zu Beginn, sondern wihrend der gan-
zen Unterrichtseinheit einen hohen Auf-
forderungscharakter fiir die Kinder, getra-
gen durch ihre Neugierde und Spielfreude.
Viele Kinder waren mit Freude, intensiven
Diskussionen und grof3er Leidenschaft bei
der Sache. Das Spielen kann die Kreativi-
tdt vieler Kinder anregen und sie heraus-
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fordern, eigene Uberlegungen und Strate-
gien zu entwickeln.

Neben diesen methodischen Aspekten war
uns aus fachdidaktischer Sicht wichtig,
tragfahige Vorerfahrungen fiir den Aufbau
stochastischer Konzepte der Kinder zu we-
cken. Sie zeigen sich in ersten Wettstrate-
gien und konnen in der Spielsituation
iiberpriift und weiter entwickelt werden.
Am Ende dieser Einheit steht zwar noch
kein aus fachlicher Sicht fertiger Wahr-
scheinlichkeitsbegriff, aber eine wichtige
intuitiv begriindete Vorstellung zum Zufall
und seinen GesetzméBigkeiten.

Anmerkung:
Das Spiel ist im Rahmen des Projekts KOSIMA ent-
standen (siche www.kosima.uni-dortmund.de oder

www kosima.ph-freiburg.de). Daher haben wir vie-
len Beteiligten fiir ihre konstruktive und hilfreiche
Mitarbeit an der Entwicklung zu danken: Unseren
KOSIMA-Projektpartnern Birbel Barzel und Timo
Leuders fiir das Mitdenken in der Entwicklungspha-
se,dem Cornelsen-Verlag fiir die Unterstiitzung, den
vier Lehrkriften, Jan Verschraegen, Uli Brauner,
Kay Nii3ler und Mike Abshagen fiir die Erprobung
in ihren Klassen. Katrin Rolka, Heinz Laakmann
und Florian Schacht fiir die Beobachtung der Erpro-
bung sowie die eingebrachten Schiilerprodukte und
-duflerungen.
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